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　　摘　要：　有限域上二重量码的构造是图论、编码与密码中的重要研究课题．本文得到了有限域上两类新的２重
量码并且它们都是最优的，达到了Ｇｒｉｅｓｍｅｒ界．这些码由有限域的扩域上迹码的ｐ元像定义，有阿贝尔码的代数结构，
利用特征和和高斯和来计算了它们的重量分布．我们也计算了这些像码的对偶码的极小距离．最后对扩域上迹码的像
在秘钥共享方案中的应用进行了刻画．
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１　引言
　　自１９７０年以来，域上的２重量码由于其与强正则
图、差集和有限几何之间的关联，一直被广泛研究［１］．２
重量码的已知构造和参数表在文献［２］中给出，一些最
近的研究结果见文献［３］．本文介绍了 Ｆｐ上两类２重
量码，这些码是Ｆｐ２上迹码的ｐ元像，具有阿贝尔码的性
质，但是非循环码．这些码都满足最优码的条件．

最近，由环上的迹码构造域上的少重量码的研究方

面，我们做了一些积极的工作，譬如见文献［４～７］．但是本
文只使用有限域上的算法．譬如，下文中的Ｇｒａｙ映射可以
看成是一个线性Ｇｒａｙ映射，域Ｆｐ２看成是Ｆｐ的扩环．

值得注意的是，已有文献中大多数二重量码的构

造是基于不可约循环码，见文献［８］和分圆法，见文献
［３］．重量计算的要点是二次高斯和以及它们的高斯周
期的计算，见文献［９］．我们计算得到的重量与频数与
文献［２～７］中的不同，表明这些码是新的．我们完全确
定了极小码字的结构且给出了对 Ｍａｓｓｅｙ秘钥共享方案
的一个应用．

２　预备知识

２．１　域
令Ｆｐ为阶是ｐ的有限域，其中 ｐ是奇素数．令ｕ是

ｘ２＋１在Ｆｐ２上的一个根，则 Ｆｐ２可以看作 Ｆｐ由 ｕ生成的
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一个二次扩域．令 ｍ是奇数，我们定义 Ｔｍ／１（）为 Ｆｐｍ到
Ｆｐ的迹映射．因此，对任意的ｘ∈Ｆｐｍ，有Ｔｍ／１（ｘ）＝ｘ＋ｘ

ｐ

＋…＋ｘｐ
ｍ－１

．对所有的α，β∈Ｆｐｍ定义函数 ｔｒ（）为 ｔｒ（α＋
ｕβ）＝Ｔｍ／１（α）＋ｕＴｍ／１（β），下述命题表明该函数就是从
Ｆｐ２ｍ到Ｆｐ２的迹函数．
　　命题１　沿用上述标记，若Ｔ表示从 Ｆｐ２ｍ到 Ｆｐ２的迹
映射，则Ｔ（γ）＝ｔｒ（γ），γ∈Ｆｐ２ｍ．
　　证明　记γ＝α＋ｕβ，α，β∈Ｆｐｍ．因为ｕ∈Ｆｐ２，由Ｔ的
线性性得到Ｔ（γ）＝Ｔ（α）＋ｕＴ（β）．现在，我们断言对
任意 α∈Ｆｐｍ，有 Ｔ（α）＝Ｔｍ／１（α）．根据定义 Ｔ（α）

＝∑
ｍ－１

ｊ＝０
αｐ

２ｊ

，又由α∈Ｆｐｍ得到α
ｐｍ＝α．对于２ｊｍ，将２ｊ用

２ｊ－ｍ替换，则上式变为 Ｔ（α）＝∑
ｍ－１

ｊ＝０
αｐ

ｊ

＝Ｔｍ／１（α）．根

据ｔｒ（）的定义，于是有Ｔ（γ）＝ｔｒ（γ），γ∈Ｆｐ２ｍ．
对任意的ａ，ｂ∈Ｆｐ，定义从Ｆｐ２到Ｆ

２
ｐ的一个线性映射

Ψ，Ψ（ａ＋ｕｂ）＝（ａ，ｂ）．这一映射可自然地扩展到从Ｆｎｐ２到
Ｆ２ｎｐ 的映射：Ψ（ａ＋ｕｂ）＝（ａ，ｂ），其中ａ，ｂ∈Ｆ

ｎ
ｐ．

２．２　平方数
令ｑ是任意奇素数的方幂，Ｆｑ是阶为 ｑ的有限域．

Ｆｑ中的平方数为｛ｚ｜ｚ＝ｙ
２，ｚ，ｙ∈Ｆｑ，ｚ≠０｝．Ｆｑ中的非平

方数为Ｆｑ中不具有上述形式的元素．平方数和非平方

数构成的集合中元素个数都是
１
２（ｑ－１）．

２．３　码
令ｑ是任意素数的方幂．Ｆｑ上长度为ｎ的线性码Ｃ

是Ｆｎｑ的一个向量子空间．ｘ∈Ｆ
ｎ
ｑ的汉明重量 ｗＨ（ｘ）是

使得ｘｊ≠０的下标ｊ的个数．若ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）和ｙ＝
（ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ）是Ｆ

ｎ
ｑ中的两个元素，则它们在Ｆｑ上的标

准内积定义为 ＜ｘ，ｙ＞＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｘｉｙｉ．Ｃ的对偶码用 Ｃ

⊥表

示且定义为Ｃ⊥ ＝｛ｙ∈Ｆｎｑ｜＜ｘ，ｙ＞＝０，ｘ∈Ｃ｝．由定
义可知，Ｃ⊥也是 Ｆｑ上的线性码．给定一个有限阿贝尔
群Ａ，Ｆｑ上一个码称为阿贝尔的若它是群环Ｆｑ［Ａ］的一
个理想．换句话说，Ｃ中的坐标由Ａ中的元素确定，且 Ａ
通过乘法均匀作用在该集合上，在Ａ是循环群的特殊情
况下，该码是循环码，见文献［８］．Ｆｑｎ上的一个单项变换
是指一个线性变换对应的ｎ×ｎ矩阵的每行每列恰好只
有一个非零数．

３　对称性
　　Ｑ和Ｎ分别表示Ｆｐｍ中的平方数和非平方数构成的

集合，在本文中，我们定义两种不同的集合 Ｌ＝Ｑ×Ｆｐｍ
和Ｌ′＝Ｆｐｍ ×Ｆｐｍ．令 Ｇ表示（Ｆ


ｐｍ，×）和（Ｆｐｍ，＋）相乘得

到的乘群．则 Ｑ是（Ｆｐｍ，×）中指数为２的子群．令 ｎ＝

｜Ｌ｜＝１２（ｐ
２ｍ－ｐｍ），ｎ′＝｜Ｌ′｜＝ｐ２ｍ－ｐｍ，Ｎ＝２ｎ，Ｎ′＝

２ｎ′．对于ｘ＝ｔ＋ｕｔ′∈Ｌ和ａ＝α＋ｕβ，其中ｔ∈Ｑ，ｔ′∈Ｆｐｍ，
α，β∈Ｆｐｍ，定义ａｘ＝（ｔ＋ｕｔ′）（α＋ｕβ）＝ｔα＋ｕ（ｔβ＋ｔ′α）
＋ｔ′β．ｘ∈Ｌ′时，也类似地定义 ａｘ．对于 ａ∈Ｆｐ２ｍ，定义 Ｅ
（ａ），Ｅ′（ａ）∈Ｆｎｐ２分别为 Ｅ（ａ）＝ｔｒ（ａｘ）ｘ∈Ｌ和 Ｅ′（ａ）＝
ｔｒ（ａｘ）ｘ∈Ｌ′．定义码Ｃｍ，ｐ和Ｃ′ｍ，ｐ分别为Ｃｍ，ｐ＝｛Ｅ（ａ）｜ａ∈
Ｆｐ２ｍ｝和Ｃ′ｍ，ｐ＝｛Ｅ′（ａ）｜ａ∈Ｆｐ２ｍ｝．因此 Ｃｍ，ｐ（Ｃ′ｍ，ｐ）是 Ｆｐ２
上长度为ｎ（ｎ′）的码，Ψ（Ｃｍ，ｐ）（Ψ（Ｃ′ｍ，ｐ））是Ｆｐ上长度
为２ｎ＝ｐ２ｍ－ｐｍ（２ｎ′＝２ｐ２ｍ－２ｐｍ）的码．
　　命题２　群Ｌ（Ｌ′）在Ｃｍ，ｐ（Ｃ′ｍ，ｐ）中的坐标上均匀作
用．
　　证明　令 ｖ，ｗ∈Ｌ（Ｌ′），则 ｖ＝（ｖ１，ｖ２），ｗ＝（ｗ１，
ｗ２），其中ｖ１，ｗ１∈Ｑ（ｖ１，ｗ１∈Ｆ


ｐｍ），ｖ２，ｗ２∈Ｆｐｍ．对变量

（ｘ，ｙ）的改变（ｘ，ｙ） (ｗ１ｘｖ１，ｗ２＋ｙ－ｖ)２ 是从ｖ映射到
ｗ上．注意到，因为

ｗ１
ｖ１
∈Ｑ（

ｗ１
ｖ１
∈Ｆｐｍ），这定义了一个从Ｌ

（Ｌ′）到其自身的变换．对于给定的 ｖ，ｗ，有这种性质的
置换是唯一的．因此该作用是均匀分布在Ｃｍ，ｐ（Ｃ′ｍ，ｐ）中
的坐标上的．

因此码Ｃｍ，ｐ是关于群Ｌ的阿贝尔码，即码 Ｃｍ，ｐ是群
环Ｆｐ２［Ｌ］的一个理想．由其定义可知，Ｌ不是一个循环
群，因此 Ｃｍ，ｐ不一定是循环的．码 Ｃ′ｍ，ｐ的这一性质与
Ｃｍ，ｐ类似，所以在此省略．

一个码称为是传递的，若它的自同构群对它的坐

标作用是传递的．
　　命题３　码Ψ（Ｃｍ，ｐ）是传递的．
　　证明　令ｔｒ（ａｘ）ｘ∈Ｌ＝ａ＋ｂｕ，其中ａ，ｂ∈Ｆ

ｎ
ｐ．又令ｘ

＝ｔ＋ｕｔ′和ａ＝α＋ｕβ，其中ｔ∈Ｑ，ｔ′∈Ｆｐｍ，α，β∈Ｆｐｍ，由命
题２１得到ａ＝Ｔｍ／１（αｔ－βｔ′）ｘ∈Ｌ，ｂ＝Ｔｍ／１（αｔ′＋βｔ）ｘ∈Ｌ．

由前述命题，通过对 ａ和 ｂ的每一位坐标置换，Ｌ
的作用是传递的．对变量的改变 α＋ｕβ β－αｕ把 ａ
变成ｂ，把ｂ变成－ａ．这是一个阶为４的单项变换，对每
个码字的“两半”进行了交换．证明完毕．

对于Ｌ′由类似的结论并由下述命题给出，该命题
的证明是类似的，故省略．
　　命题４　码Ψ（Ｃ′ｍ，ｐ）是传递的．

４　特征和
　　首先回顾一些文献［７，９］中已知的事实，令 χ是 Ｆｑ
的任意复值乘法特征，假设 ｑ是奇数．用 η表示二次乘
法特征且定义为η（ｘ）＝１，若ｘ是平方数，否则η（ｘ）＝
－１．令ψ为Ｆｑ的标准加法特征．经典的高斯和定义为

Ｇ（χ）＝∑
ｘ∈Ｆｑ

ψ（ｘ）χ（ｘ）．我们定义一下特征和，有时称

５１７
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为高斯周期：Ｑ
∧
＝∑

ｘ∈Ｑ
ψ（ｘ），Ｎ

∧
＝∑

ｘ∈Ｎ
ψ（ｘ）．由特征的正

交性，容易看出Ｑ
∧
＋Ｎ
∧
＝－１．注意到 Ｑ的特征函数是１２

（１＋η），则有Ｑ
∧
＝１２（Ｇ（η）－１），Ｎ

∧
＝１２（－Ｇ（η）－１）．

文献［９］中指出若ｑ＝ｐｍ，则二次高斯和值为

（１）Ｇ（η）＝（－１）ｍ－１槡ｑ，ｐ≡１（ｍｏｄ４），（２）Ｇ（η）

＝（－１）ｍ－１ｉｍ槡ｑ，ｐ≡３（ｍｏｄ４）．

５　迹码的重量分布

　　令 ω＝ｅ
２πｉ
ｐ，ｙ＝（ｙ１，ｙ２，…，ｙＮ）∈Ｆ

Ｎ
ｐ，令 Θ（ｙ）

＝∑
Ｎ

ｊ＝１
ωｙｊ．为表述简便，我们令 θ（ａ）＝Θ（Ψ（Ｅ（ａ）））

和θ′（ａ）＝Θ（Ψ（Ｅ′（ａ）））．由映射 Ψ和赋值映射的线
性性可知θ（ｓａ）＝Θ（Ψ（Ｅ（ｓａ））），对任意的 ｓ∈Ｆｐ 和
θ′（τａ）＝Θ（Ψ（Ｅ′（τａ））），对任意的τ∈Ｆｐ．

下面的引理来自参考文献［７］中的Ｌｅｍｍａ５１．
　　引理 １　对所有的 ｙ＝（ｙ１，ｙ２，…，ｙＮ）∈Ｆ

Ｎ
ｐ，有

∑
ｐ－１

ｓ＝１
Θ（ｓｙ）＝（ｐ－１）Ｎ－ｐｗＨ（ｙ）．

５．１　Ψ（Ｃｍ，ｐ）的重量分布
下面计算θ（ａ），ａ∈Ｆｍｐ．假设ｘ＝ｔ＋ｔ′ｕ，其中ｔ∈Ｑ，

ｔ′∈Ｆｐｍ；θ（ａ）＝θＡ（ａ）＋θＢ（ａ），其中ａ＝α＋ｕβ，α，β∈Ｆｐｍ且

θＡ（ａ）＝ ∑
ｔ∈Ｑ，ｔ′∈Ｆｐｍ

ωＴｍ／１（αｔ－βｔ′），θＢ（ａ）＝ ∑
ｔ∈Ｑ，ｔ′∈Ｆｐｍ

ωＴｍ／１（αｔ′＋βｔ）．

首先计算θＡ（ａ）．
　　引理２　（１）若β≠０，则θＡ（ａ）＝０；（２）若 β＝０，则（ⅰ）

θＡ（ａ）＝ｐ
ｍＱ
∧
，其中α∈Ｑ，（ⅱ）θＡ（ａ）＝ｐ

ｍＮ
∧
，其中α∈Ｎ．

　　证明　令 θＡ（ａ）＝∑
ｔ∈Ｑ
ωＴｍ／１（αｔ）∑

ｔ′∈Ｆｐｍ
ωＴｍ／１（－βｔ′）．由特征的

正 交 性，当 β＝０时，∑
ｔ′∈Ｆｐｍ
ωＴｍ／１（（－βｔ′）） ＝ｐｍ，否 则

∑
ｔ′∈Ｆｐｍ
ωＴｍ／１（－βｔ′）＝０．根据Ｑ

∧
和Ｎ

∧
的定义即可得到所要证明的

结论．
计算θＢ（ａ）的方法类似，故证明过程省略．

　　引理３　假设ａ≠０．（１）若α≠０，则θＢ（ａ）＝０；（２）若

α＝０，则（ⅰ）θＢ（ａ）＝ｐ
ｍＱ
∧
，其中 β∈Ｑ，（ⅱ）θＢ（ａ）＝ｐ

ｍＮ
∧
，其

中β∈Ｎ．
　　命题５　假设ａ≠０．

（１）若 α＝０，则（ⅰ）θ（ａ）＝ｐｍ Ｑ
∧
，其中 β∈Ｑ，（ⅱ）

θ（ａ）＝ｐｍＮ
∧
，其中β∈Ｎ；

（２）若α≠０且β≠０，则θ（ａ）＝０；
（３）若 α≠０且 β＝０，则（ⅰ）θ（ａ）＝ｐｍＱ，其中 α∈

Ｑ，（ⅱ）θ（ａ）＝ｐｍＮ
∧
，其中α∈Ｎ．

　　证明　结合上述两个引理即可得到．
在计算重量分布之前，我们需要再次完善引理．复

数ｚ的实数部分用Ｒｅ（ｚ）表示．下面的引理来自参考文
献［７］中的引理２．

　　引理４　若ｐ≡３（ｍｏｄ４），则∑
ｐ－１

ｓ＝１
θ（ｓａ）＝（ｐ－１）

Ｒｅ（θ（ａ））．
下面计算码Ψ（Ｃｍ，ｐ）的重量分布．

　　定理１　假设ａ≠０，ｐ≡３（ｍｏｄ４）且ｍ是奇数．
（１）当 θ（ａ）＝０时，ｗＨ（Ψ（Ｅ（ａ）））＝（ｐ－１）

（ｐ２ｍ－１－ｐｍ－１），这样的码字有（ｐｍ－１）２个；

（２）当 θ（ａ）≠０时，ｗＨ（Ψ（Ｅ（ａ）））＝
１
２（ｐ－１）

（２ｐ２ｍ－１－ｐｍ－１），这样的码字有２（ｐｍ－１）个．
　　证明　第一种情况下的重量通过结合引理１和引
理４即可得到．在第二种情况中，由命题５，有θ（ａ）＝ｐｍ

Ｑ
∧
，或者θ（ａ）＝ｐｍＮ

∧
．注意到，在对 ｐ和 ｍ的假设下，根

据第四部分中的等式（２），高斯和 Ｇ（η）是虚数且

Ｒｅ（Ｑ
∧
）＝Ｒｅ（Ｎ

∧
）＝－１２．结合引理１和引理４得到第二

种情况下的重量．每种重量的码字个数由命题５得到．
因此我们构造出了一个Ｆｐ上码长为 ｐ

２ｍ－ｐｍ，维数
为２ｍ的码，其非零码字重量 ｗ１，ｗ２和对应的频数在表
１中给出．

表１　Ψ（Ｃｍ，ｐ）的重量分布

重量 频数

０ １

ｗ１＝（ｐ－１）（ｐ２ｍ－１－ｐｍ－１） （ｐｍ－１）２

ｗ２＝
１
２（ｐ－１）（２ｐ

２ｍ－１－ｐｍ－１） ２（ｐｍ－１）

５．２　Ψ（Ｃ′ｍ，ｐ）的重量分布
接下来计算 θ′（ａ）＝θ′Ａ（ａ）＋θ′Ｂ（ａ），其中 ａ＝α＋ｕβ

且α，β∈Ｆｐｍ．令 ｘ′＝ｔ１＋ｔ１′ｕ，ｔ１∈Ｆ

ｐｍ，ｔ１′∈Ｆｐｍ．显然有

θ′Ａ（ａ）＝ ∑
ｔ１∈Ｆｐｍ，ｔ１′∈Ｆｐｍ

ωＴｍ／１（αｔ１－βｔ１′），θ′Ｂ（ａ）＝ ∑
ｔ１∈Ｆｐｍ，ｔ１′∈Ｆｐｍ

ωＴｍ／１（αｔ１′＋βｔ１）．

下面通过计算θ′Ａ（ａ）和θ′Ｂ（ａ）来得到θ′（ａ）的值．
　　引理５　假设 ａ≠０．（１）当 β≠０时，θ′Ａ（ａ）＝０；（２）
当β＝０且α∈Ｆｐｍ时，θ′Ａ（ａ）＝－ｐ

ｍ．

　　证明　θ′Ａ（ａ）＝∑
ｔ１∈Ｆｐｍ
ωＴｍ／１（αｔ１）∑

ｔ１′∈Ｆｐｍ
ωＴｍ／１（－βｔ１′）．由特征的

正交性，当β＝０时，∑
ｔ１′∈Ｆｐｍ
ωＴｍ／１（－βｔ１′）＝ｐｍ，否则等于０．当β

＝０，α∈Ｆｐｍ时，因为ａ≠０，所以∑
ｔ１∈Ｆｐｍ
ωＴｍ／１（αｔ１）＝－１．

　　引理６　假设 ａ≠０．（１）若 α≠０，则 θ′Ｂ（ａ）＝０；（２）
若α＝０且β∈Ｆｐｍ，则θ′Ｂ（ａ）＝－ｐ

ｍ．
证明过程类似引理５，故此处省略．
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　　命题６　假设ａ≠０．（１）若 α＝０，则 θ′（ａ）＝－ｐｍ；
（２）若α≠０，则（ⅰ）θ′（ａ）＝０，若 β≠０，（ⅱ）θ′（ａ）＝
－ｐｍ，若β＝０．
　　证明　该结果可由θ′Ａ（ａ）和θ′Ｂ（ａ）的值计算得到．
　　定理２　假设ａ≠０，对于所有的奇素数ｐ和奇数ｍ，

（１）当θ′（ａ）＝０时，ｗＨ（Ψ（Ｅ′（ａ）））＝２（ｐ－１）
（ｐ２ｍ－１－ｐｍ－１），这一重量的码字个数为（ｐｍ－１）２；

（２）当 θ′（ａ）≠０时，ｗＨ（Ψ（Ｅ′（ａ）））＝（ｐ－１）
（２ｐ２ｍ－１－ｐｍ－１），这一重量的码字个数为２（ｐｍ－１）．

因此我们构造了 Ｆｐ上一个码长为２（ｐ
２ｍ－ｐｍ），维

数为２ｍ的码，其中非零码字的重量 ｗ′１，ｗ′２及其对应
的频数在表２中给出．

表２　Ψ（Ｃ′ｍ，ｐ）的重量分布

重量 频数

０ １

ｗ′１＝２（ｐ－１）（ｐ２ｍ－１－ｐｍ－１） （ｐｍ－１）２

ｗ′２＝（ｐ－１）（２ｐ２ｍ－１－ｐｍ－１） ２（ｐｍ－１）

　　表１和表２中的参数在文献［２～４，６，１０］中没有出
现过．表１和表２中码的参数与文献［２］中的码 ＳＵ１和
ＳＵ２的长度成比例，维数相同，但是重量分布不同，因此
我们得到的码是新的．ｗ′１＝２ｗ１，ｗ′２＝２ｗ２，Ｎ′＝２Ｎ，且
ｗ′１，ｗ′２分别与ｗ１，ｗ２的频数相同，维数也相同，因此码
Ψ（Ｃ′ｍ，ｐ）可以看作是Ψ（Ｃｍ，ｐ）的一个２重复码．

下面利用 Ｇｒｉｅｓｍｅｒ界研究 Ψ（Ｃｍ，ｐ）和 Ψ（Ｃ′ｍ，ｐ）的
最优性．首先回顾一下 Ｇｒｉｅｓｍｅｒ界：令 Ｃ是参数为［ｎ，

ｋ，ｄ］的码，若∑
ｋ－１

ｊ＝０
「ｄ ｐｊ?≤ｎ，则码Ｃ是最优的．

　　定理 ３　对所有的奇素数 ｐ和奇数 ｍ３，码
Ψ（Ｃｍ，ｐ）是最优的．
　　证明　码Ψ（Ｃｍ，ｐ）的参数分别为 Ｎ＝ｐ

２ｍ－ｐｍ，ｋ＝

２ｍ，ｄ＝（ｐ－１）（ｐ２ｍ－１－ｐｍ－１）．我们断言∑
ｋ－１

ｊ＝０
「ｄ ｐｊ?≤

Ｎ，达到Ｇｒｉｅｓｍｅｒ界．取整函数的值根据ｊ的取值有两个
不同的值．

（１）当０≤ｊ≤ｍ－１时，「ｄ ｐｊ?＝ｐ２ｍ－ｊ－ｐ２ｍ－ｊ－１－
ｐｍ－ｊ＋ｐｍ－ｊ－１；（２）当 ｍ≤ｊ≤２ｍ－１时，「ｄ ｐｊ?＝ｐ２ｍ－ｊ－

ｐ２ｍ－ｊ－１．因此，∑
ｋ－１

ｊ＝０
「ｄ ｐｊ?＝ｐ２ｍ－ｐｍ＝Ｎ．所以这个码是

最优的．
　　例　当ｐ＝ｍ＝３时，我们得到了一个三元码，其参
数为［７０２，６］，且其非零码字的重量分别为４６８，６７７．由
Ｇｒｉｅｓｍｅｒ界可以验证得到的这个码是最优的．
　　定理４　对奇素数 ｐ和奇数 ｍ３，码 Ψ（Ｃ′ｍ，ｐ）是
最优的．
　　证明　码４Ψ（Ｃ′ｍ，ｐ）的参数为 Ｎ′＝２（ｐ

２ｍ－ｐｍ），ｄ

＝２（ｐ－１）（ｐ２ｍ－１－ｐｍ－１），ｋ＝２ｍ．我们断言∑
ｋ－１

ｊ＝０
「ｄ ｐｊ?

＜Ｎ′，满足最优码的条件．取整函数根据 ｊ的取值有三
种不同的值．

（１）当 ０≤ｊ≤ｍ－１时，则有「ｄ ｐｊ?＝２（ｐ２ｍ－ｊ－
ｐ２ｍ－ｊ－１－ｐｍ－ｊ＋ｐｍ－ｊ－１）；（２）当 ｊ＝ｍ时，则有「ｄ ｐｊ?＝
２ｐｍ－２ｐｍ－１ －１；（３）当 ｍ＋１≤ｊ≤２ｍ－１时，则有

「ｄ ｐｊ?＝２ｐ２ｍ－ｊ－２ｐ２ｍ－ｊ－１．因此∑
ｋ－１

ｊ＝０
「ｄ ｐｊ?＝２ｐ２ｍ－２ｐｍ

－１，注意到∑
ｋ－１

ｊ＝０
「ｄ ｐｊ?＜Ｎ′，得证．

６　迹码的对偶码
　　首先计算Ψ（Ｃｍ，ｐ）和Ψ（Ｃ′ｍ，ｐ）的对偶距离．
　　定理５　对奇素数ｐ和奇数ｍ３，Ψ（Ｃｍ，ｐ）的对偶
距离ｄ′为２．
　　证明　首先通过证明Ψ（Ｃｍ，ｐ）

⊥中不包含重量为１
的码字来证明ｄ′２．假设存在这样一个非零码字 ｘ＝ｔ
＋ｕｔ′∈Ｌ．因此，对ａ∈Ｆｐ２ｍ，有Ｔｍ／１（αｔ－βｔ′）＝０或Ｔｍ／１
（αｔ′＋βｔ）＝０．由β＝±α和迹函数是非退化的得到ｔ，ｔ′
的唯一解为ｔ＝ｔ′＝０，这与 ｔ∈Ｑ矛盾．下面用 Ｈａｍｍｉｎｇ
球包界证明 ｄ′＜３．若 ｄ′３，则有不等式 ｐ２ｍ１＋Ｎ（ｐ
－１）＞Ｎ（ｐ－１）＞ｐ２ｍ＋１－ｐ２ｍ－ｐｍ＋１，即有 ２ｐ２ｍ＞ｐｍ＋１

（ｐｍ－１），对其两边同时除以 ｐｍ＋１，得到 １＞（ｐ－２）
ｐｍ－１，而当ｐ３且ｍ３时该不等式不可能成立．综上，
Ψ（Ｃｍ，ｐ）的对偶距离为２．
　　定理６　对奇素数 ｐ和奇数 ｍ，Ψ（Ｃ′ｍ，ｐ）的对偶距
离ｄ″为２．
　　证明　证明ｄ″２的方法与定理５中的类似，故此
处省略．基于Ｈａｍｍｉｎｇ球包界定理，经过化简后得到２
＞ｐｍ－１（２ｐ－３），而该不等式对于任意的 ｐ和 ｍ都不成
立，因此证明了ｄ″＜３．

７　在秘钥共享方案中的应用

７．１　支撑结构
ＦＮｐ中的一个向量 ｘ的支撑 ｓ（ｘ）定义为非零元所

在位置组成的集合．我们称向量ｘ比向量 ｙ大，当 ｓ（ｘ）
包含ｓ（ｙ）．线性码 Ｃ的极小码字定义为非零码字中最
小的码字．总的来说，确定一个给定的线性码中的极小
码字是困难的．但是，文献［１１］中给出了可以通过码的
重量较容易的确定极小码字的一种情况．
　　引理７　（ＡｓｈｉｋｈｍｉｎＢａｒｇ）一个ｐ元码Ｃ中的最小

和最大重量分别用ｗ０和ｗ∞表示，若
ｗ０
ｗ∞
＞ｐ－１ｐ，则Ｃ中

每个码字都是极小的．
　　命题７　当ｐ≡３（ｍｏｄ４）时，Ψ（Ｃｍ，ｐ）中的所有非零
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码字都是极小的．
　　证明　由上述引理ｗ０＝ｗ１且ｗ∞ ＝ｗ２．将上述引理

中的不等式改写成ｐｗ１＞（ｐ－１）ｗ２，化简后得到ｐ
ｍ－ｐ２

－１２＞０，该不等式对ｐ３成立．

　　命题８　当ｐ是奇素数时，Ψ（Ｃ′ｍ，ｐ）中的所有非零
码字都是极小的．
　　证明　类似上述命题的证明，我们有２ｐｍ＞ｐ＋１显
然成立，当ｐ是奇素数．
７．２　Ｍａｓｓｅｙ方案

为确定一个秘钥共享方案中包含所有极小访问

集，极小码字的概念被提出了．Ｍａｓｓｅｙ方案是一个应用
Ｆｐ上长度为Ｎ的码Ｃ的秘钥共享方案结构．文献［１２］
是一篇著名的关于线性码在秘钥共享方案中的应用的

文章．另一方面，值得注意的是，文献［１３］表明在一些
特殊情况下，也就是当所有非零码字都是极小码字的

情况，根据 ｄ′的值不同，秘钥共享方案有以下一些
选择：

（１）若 ｄ′３，则秘钥共享方案是“ｄｅｍｏｃｒａｔｉｃ”：每
个用户属于相同个数联盟．

（２）若 ｄ′＝２，则存在属于每个联盟的用户，称为
“ｄｉｃｔａｔｏｒｓ”．

由命题７和定理６，我们可以看出基于 Ψ（Ｃｍ，ｐ）和
Ψ（Ｃ′ｍ，ｐ）构建的秘钥共享方案都是“ｄｉｃｔａｔｏｒｉａｌ”．

８　总结
　　本文主要是构造了两类新的２重量码，并且这两
个都是最优码．这些码被定义为Ｆｐ２上迹码的 ｐ元像，具
有阿贝尔码的代数结构．通过高斯和以及特征和给出
了这两类码重量分布的具体的计算过程．最后刻画了
Ｆｐ２上迹码的Ｇｒａｙ像在秘钥共享方案中的应用．基于 Ｆｐｍ
的乘群上的一些其他的定义集是值得考虑的．特别的，

将本文中的高斯周期Ｑ
∧
，Ｎ
∧
用其他的特征和替换，类似文

献［８，９］中研究不可约循环码时用到的特征和，这可能
可以得到一些其他的少重量码．
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